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JOAO PEDRO MARTINS DOS SANTOS

(a)
Como P! ¢ difeomorfa a S' e H*(S") ~ R se k € {0,1} e H*(S') = 0 caso
contrario, entdao H¥(P') ~ R se k € {0,1} e H*(P') = 0 caso contrério.
Considere-se agora d > 1. Como P? é conexo, entdo H?(P?) ~ R, e como
dimP? = d, entdo H*(P%) = 0 para k > d. Se d é par, entdo P? é uma
variedade nio orientével de dimensdo d, logo H(P?) = 0. Se d é impar,
entdo P? é uma variedade compacta, conexa e orientével de dimensio d,
logo H4(P?) ~ R.
Identifique-se P? ~ S/ ~, onde ~ é a relagio de equivaléncia em S? tal que
r~yseesdéser=youxr=—y. Sejam U = {[(xg, - ,zq)] € P?: 24 # 0}
eV ="P%\ {p}, onde p=[(0,---,0,1)]. Entdo U e V sdo abertos em P¢
tais que U UV = P%. Como U contrai-se em p, entdo H*(U) = H*({p})
para k > 0, logo H'(U) ~R e H*¥(U) = 0 para k > 0. Como V retrai-se
por deformagao em {[(zo,--- ,zq)] € P4 : 24 = 0}, que é difeomorfo a P41,
entdo H*(V) ~ H*(P?1) para k > 0. Assim, HO(U) @ HO(V) ~R? e
HKU) @ H*(V) ~ H*(P?1) para k > 0. Tem-se
UNV ={[(wo, - ,24)] € P?:0 < |24| < 1}, logo U NV retrai-se por
deformacio em {[(zq, - ,24)] € P?: |24 = 1/2}, que é difeomorfo a S¢1,
logo H*(U NV) = H*(S¥') para k > 0, logo H*(UNV) ~ R para
ke {0,d—1} e H*(UNV) =0 caso contrario.
Para d = 2, parte da sucessdo de Mayers-Vietoris associada a cobertura
{U,V} de P? &

0 — HYP?) — H°(U)® H(V) — H'(UNV) —

— HY(P?) — HY (U)o HY(V) — HY{(UNV) — H*(P?)

Tendo em conta as observacoes efectuadas anteriormente, a sucessio
exacta fica:

0—R-—R? —R-— H(@P?) —R-—R-—0

Como a soma alternada das dimensoes dos espagos vectoriais de uma
sucessao exacta que comeca e termina nos espagcos triviais é nula, entao

conclui-se que dim H'! (]P’Q) =0, ou seja, Hl(IP’Q) =0.
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Considere-se agora d > 2. Parte da sucessdo de Mayers-Vietoris associada
a cobertura {U,V} de P? é:

0 — H(PY) — HYU)® HY(V) — HO(UNV) —

— HY (PY) — HY (U)o HY(V) — H (U NV)

Como d > 2, entdo d — 1 > 1, logo H'(U NV) = 0. Tendo em conta as
observacoes efectuadas anteriormente, a sucessdo exacta fica:

0—R - —R? —R— H (P — HY(P1) —0
Como a soma alternada das dimensoes dos espagos vectoriais de uma
sucessao exacta que comeca e termina nos espagos triviais é nula, entao
conclui-se que dim H'(P?) = dim H'(P?1), ou seja, H'(P?) ~ H(P4~1)
para d > 2. Por inducdo conclui-se que H'(P?%) ~ H'(P?) = 0.
Seja k tal que 1 < k < d — 1. Parte da sucessao de Mayers-Vietoris
associada & cobertura {U, V} de P4 é:

HYUNV) — HYP?) — HYU)® HY(V) — HYNUNV)
Comol<k<d—1l,entaio0<k—1<k<d—1,logo H=H(UNV)=0e
HY(UNV) =0, ecomo H¥(U) ® H*(V) ~ H*¥(P? 1) para k >0, a
sucessao exacta fica:

0 — H*P?) — H*P ') — 0

Assim, H*(P?) ~ H*(P4~!) para 1 < k < d — 1. Por indugao conclui-se que
HFE(PY) ~ HE(PF1) para 1 < k < d — 1.
Suponha-se que d é par. Entdao HY(P?) = 0 e H4~'(P?1) ~ R. Parte da
sucessdo de Mayers-Vietoris associada & cobertura {U,V} de P? é:

HIZ2(UNV) — H7Y(PY) — HY U)o HSY(V) —

— HY(UNV) — HY(PY)
Tendo em conta as observacoes efectuadas anteriormente, a sucessao
exacta fica:
0— H“Y(PY) —R—R-—0
Assim, H1(P?) = 0.
Suponha-se que d é fmpar. Entdao HY(P?) ~ R e H¥}(P?!) = 0. Parte da
sucessdo de Mayers-Vietoris associada & cobertura {U,V'} de P4 é:
H72(UNV) — HEYPY — HSYU) @ HIZY(V)
Tendo em conta as observacoes efectuadas anteriormente, a sucessao
exacta fica:
0 — H1(PY) — 0

Assim, H1(P?) = 0.
Como H*1(P%) = 0 para qualquer d > 2, entdo H*(P%) ~ HF(PF+1) =0
para 1l <k <d— 1.
Conclui-se assim que se d é impar, entdo H*(P?) ~ R se k € {0,d} e
HF(P?) = 0 caso contrario e, se d é par, entio HO(P?) ~ R ¢ H*(P?) =0
para k > 0.
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(b)
Identifique-se T? ~ S' x S!. Fixe-se dois pontos distintos p,q € S'. Sejam
U=S'%(S'\{p}) e V=S x(S'\ {q}). Entdo U e V sdo abertos em T2
tais que T2 = U U V. Como S' \ {p} contrai-se em ¢, entdo U retrai-se por
deformacgdo em S' x {q}, que é difeomorfo a S', logo H*(U) ~ H*(S') para
k > 0. Analogamente, H*(V') ~ H*(S') para k > 0, logo
HY(U)® H*(V) ~ H*SY) @ H*(S!) para k > 0, logo H*(U) @ H*(V) ~ R?
se k € {0,1} e H*(U) @ H*(V) = 0 caso contrario. Tem-se
UNV =8 % (S*\ {p,q}). Sejam C e C’ as duas componentes conexas de
S'\ {p, ¢}. Entdo as componentes conexas de U NV sdo S! x C e St x C’,
logo H¥(UNV) ~ H*¥(S! x C) @ H*(S! x C"). Seja r € C. Como C é
difeomorfa a um intervalo aberto e r € C, entdo C contrai-se em r, logo
S! x C retrai-se por deformacio em S' x {r}, que é difeomorfo a S*, logo
H*(S' x C) ~ H*(S') para k > 0. Analogamente, H*(S! x C") ~ H¥(S')
para k > 0, logo H*(UNV) ~ H*(S') @ H*(S!) para k > 0, logo
HYUNV)~R%seke€{0,1} e H*(UNV) = 0 caso contrario. Parte da
sucessio de Mayer-Vietoris associada & cobertura {U, V'} de T? é:
0 — HT?) — H°(U)® H'(V) — H'(UNV) — HY(T?) —

— HY(U)® HY(V) — HY (U NV) — H?*(T?) — H*(U) ® H*(V)
Como T? é uma variedade compacta, conexa e orientavel, entdo
HO(T?) ~ R e H?(T?) ~ R. Tendo em conta as restantes observacdes
efectuadas, a sucessdo exacta fica:

0—R-—R*—R?— H(T?) —R? —R?—R-—0

Como a soma alternada das dimensoes dos espacos vectoriais de uma
sucessao exacta que comeca e termina nos espagos triviais é nula, entao
conclui-se que dim H'(T?) = 2, ou seja, H(T?) ~ R2.
Como dim T? = 2, entdo H*(T?) = 0 para k > 2.
Conclui-se que H°(T?) ~ R, HY(T?) ~ R?, H*(T?) ~ R e H¥(T?) = 0 para
k> 2.
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(a)

Suponha-se que ® nio tem pontos fixos. Seja H : S¢ x [0,1] — S¢ dada

por H(p,t) = (1= 0)®(p) = tp para (p,t) € S x [0,1]. Suponha-se que
D= = 0e0) — | ’

existe (p,t) € S x [0,1] tal que (1 —t)®(p) — tp = 0. Entdo

(1 —t)@(p) = tp, logo [|(1 = 1)@(p)| = [|tpl, ou seja, (1 —¢) [|2(p)]| = ¢ |Ipl,

e como ||®(p)|| =|lp|| =1, entdo 1 —t =t, ouseja, t =1/2. Det =1/2 e

(1 =t)®(p) = tp vem ®(p) = p, o que contradiz a hipdtese de ® nao ter

pontos fixos. Assim, (1 — )®(p) — tp # 0 para qualquer (p,t) € S x [0, 1],

logo H esta bem definida e é uma aplicacio diferencidvel. Para p € S¢

tem-se H(p,0) = ®(p) e H(p,1) = —p, logo H é uma homotopia entre ¢ e

a aplicagao antipodal.

(b)
Seja f : S* — S? a aplicacdo antipodal em S¢, seja F : R4 — R dada
por F(z) = —x para x € R e seja i : S? — R a inclusdo de S em
R Entdo Foi=io f.
d+1 e
Sendo w € Q4(R4*1) dada por w = Z(—l)i_lxidxl Ao Adai A da®T
i=1
tem-se que i*w € Q4(S?) é uma forma de volume.

d+1 -
Como w = Z(—l)iilxidxl A Adrt A ---dz®™ e d é par, entdo
i=1
d+1 ] ] P
Ffw= Z(—l)lil(—xz)d(—xl) A ANd(=x) A - d(—2¥Th) =
i=1
d+1 ) ) o
= (1)t Z(—l)lflxldxl Ao ANdzt A - da® = (=1)w = —w, logo
i=1

ff*w) =(io f)'w = (Foi)'w=1i"(Ffw) =i"(—w) = —i*w, e como
i*w € Q4(S?) é uma forma de volume, entdo deg f = —1.
Como @ preserva orientacgoes, entao deg® = 1, e como deg f = —1, entdo

® e f tém graus diferentes, logo ndo podem ser homotodpicas, logo, de
acordo com o resultado de (a), ® tem pelo menos um ponto fixo.



